RODOLFO CURSO ELECTRODINAMICA CUANTICA JAVIER GARCIA
GUIDOBONO EJERCICIO CAPITULO 2

EJERCICIO (10:04)

Demostrar que si una matriz M conmuta con las matrices y* entonces debe ser de la forma M = all4,4

Partiendo de la relacién de anticonmutacidn de las matrices de Dirac:
vEYY +yTvE = 29"

Se verifica que:

[ =1

[2] vyt = —1paraiigualal,2,3

B v =—vYy

Existe la siguiente base del espacio de matrices de 4x4: {I4,.4; V*; iv*; y*y®>; v°}

1,,2,,3

Donde 5 = iy®yy2y3, que cumple que ySy# +y#yS = 0y yH¥ =~ [y, V] = yhy"

Generamos otra base de elementos I'! agregando constantes iy (-i) para que cumplan con la propiedad [4]

It =y0

r2 =iyt

I3 = iy?

I+ =iy3

IS = y5 = iyOyly2y3
[6 = 0yt

[7 = 02

[8 = y0y3

9 = —iyly?
[10 = _jy2)3
it = _jy3yl
[12 = _jj0y5
[13 = y1y5
[14 = 5295
[15 = y3y5
10 = lgx4

Para estas matrices, como se buscaba, se cumple que
iri _
[4] [T = Taps

Para la matriz I'* se cumple por la propiedad [1]. Para las matrices ['?a I'* por el factor iy la
propiedad [2]. Para la verificacidn del resto es necesaria ademas la propiedad [3]

FSFS — iy0y1y2y3iy0y1y2y3 — _y0y1y2y3y0y1y2y3 — y0y1y2y0y3y1y2y3
i 0 o o 0 2 T A S T o o A T T s s Vo A 1 U i
= yOply0y2yly2 = —y0y1y0p 1,22 = 10,1001 — |

[r6 = 101y 0yl = —y0p0y1y1 = 1

[7T7 = 092y 02 = —0y0y2y2 = 1



RODOLFO CURSO ELECTRODINAMICA CUANTICA JAVIER GARCIA
GUIDOBONO EJERCICIO CAPITULO 2

88 = y0y3y0y3 = —0y03y3 = |
rr = —iyly?(-iy'y®) = —vly?yly? =ylyly*y* =1

FIOFIO — —i]/Z]/3(—i]/2)/3) — —V2V3]/2]/3 — y2y2y3y3 =1
F11F11 — _iy3y1(_l'y3y1) — _y3y1y3y1 — V3]/3]/1]/1 =1
l'*121'*12 — _ly0y5(_ly0y5) [ _y0y51'*01"5 — ]/OYOFSFS =1

F13F13 — y1y5y1y5 — —]/1]/1F5F5 =1
F14F14 — y2y5y2y5 — _y2y21'*51'*5 =1
F15F15 — ]/3]/5]/3)/5 — _y3y3F5F5 =1

Otra propiedad es que para cada [V que no sea la identidad existe al menos una I'! para la que se cumple

que:

(5]

riprt = -1/

Demostramos esta propiedad para los elementos y#; y*; yHy5; y>
VIYRYS = —ySyiyH = —y#

YIyH YT =yt Ry = —yiyEy Ty = yTylyEyY = vy

5 = —yHyS

YRy = —yVyHyVy® = yVyVyty
Yooyl = vy = —y%?

Yorsy® = —yOp %5 = —y°

Si M conmuta con y*: [M,y*] =0

Entonces también conmuta con T': [M, Fi] =0

Si expresamos I'l = yHyV

[M,T] = [M,y#y¥] = y#[M,y"] + [M,y*]y¥ = 0

Entonces:
MTt—TiM =0
MTt =T'M
IMTt =Tir‘'m

Por la propiedad [4]

(6]

MMri=m

M a su vez puede escribirse como combinacion lineal de esta matrices

M = x;Tt = x, Tk + inri

i+k

VMDYV = x, VTV + z x; VT

i#k
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Por la propiedad [5] sabemos que hay al menos un elemento de la base distinto de la identidad tal que:
[rkr/ = —rk
I'MT) = —x, Tk + Z +x, Tt
i#k
Por propiedad [6]
M = —x, Tk + Z +x; T
izk

Teniendo en cuenta que ademas:
M = x, TF + inri

izk
Se llega a una “coordenada” k diferente, lo cual no es posible. Esta demostracién es valida para las matrices
que cumplen con [5].

Por otro lado, si I'* = I,
[y Mt =TT =1

Es decir que M no puede ser sino:

M = x;l44




