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EJERCICIO (10:04) 

Demostrar que si una matriz M conmuta con las matrices 𝜸𝝁 entonces debe ser de la forma 𝑴 ൌ 𝜶𝕀𝟒𝒙𝟒 

 

Partiendo de la relación de anticonmutación de las matrices de Dirac: 

𝛾ఓ𝛾ఔ ൅ 𝛾ఔ𝛾ఓ ൌ 2𝑔ఓఔ  

Se verifica que: 

[1]  𝛾଴𝛾଴ ൌ 1 

[2]  𝛾௜𝛾௜ ൌ െ1 para i igual a 1, 2, 3 

[3]  𝛾௜𝛾௝ ൌ െ𝛾௜𝛾௝ 

 

Existe la siguiente base del espacio de matrices de 4x4: ሼ𝕀ସ௫ସ; 𝛾ఓ; 𝑖𝛾ఓఔ;  𝛾ఓ𝛾ହ; 𝛾ହሽ 

Donde 𝛾ହ ൌ 𝑖𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ, que cumple que 𝛾ହ𝛾ఓ ൅ 𝛾ఓ𝛾ହ ൌ 0 y 𝛾ఓఔ ൌ
ଵ

ଶ
ሾ𝛾ఓ, 𝛾ఔሿ ൌ 𝛾ఓ𝛾ఔ 

Generamos otra base de elementos Γ௜  agregando constantes i y (‐i) para que cumplan con la propiedad [4] 

Γଵ ൌ 𝛾଴ 

Γଶ ൌ 𝑖𝛾ଵ 

Γଷ ൌ 𝑖𝛾ଶ 

Γସ ൌ 𝑖𝛾ଷ 

Γହ ൌ 𝛾ହ ൌ 𝑖𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ 

Γ଺ ൌ 𝛾଴𝛾ଵ 

Γ଻ ൌ 𝛾଴𝛾ଶ 

Γ଼ ൌ 𝛾଴𝛾ଷ 

Γଽ ൌ െ𝑖𝛾ଵ𝛾ଶ 

Γଵ଴ ൌ െ𝑖𝛾ଶ𝛾ଷ 

Γଵଵ ൌ െ𝑖𝛾ଷ𝛾ଵ 

Γଵଶ ൌ െ𝑖𝛾଴𝛾ହ 

Γଵଷ ൌ 𝛾ଵ𝛾ହ 

Γଵସ ൌ 𝛾ଶ𝛾ହ 

Γଵହ ൌ 𝛾ଷ𝛾ହ 

Γଵ଺ ൌ 𝕀ସ௫ସ 

Para estas matrices, como se buscaba, se cumple que 

[4]  Γ௜Γ௜ ൌ 𝕀ସ௫ସ 

Para la matriz Γଵ se cumple por la propiedad [1]. Para las matrices Γଶ𝑎 Γସ por el factor i y la 

propiedad [2]. Para la verificación del resto es necesaria además la propiedad [3] 

ΓହΓହ ൌ 𝑖𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ𝑖𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ ൌ െ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ ൌ 𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾଴𝛾ଷ𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ

ൌ െ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଷ𝛾ଶ𝛾ଷ ൌ 𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଷ𝛾ଷ ൌ െ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ

ൌ 𝛾଴𝛾ଵ𝛾଴𝛾ଶ𝛾ଵ𝛾ଶ ൌ െ𝛾଴𝛾ଵ𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଶ ൌ 𝛾଴𝛾ଵ𝛾଴𝛾ଵ ൌ 1 
Γ଺Γ଺ ൌ 𝛾଴𝛾ଵ𝛾଴𝛾ଵ ൌ െ𝛾଴𝛾଴𝛾ଵ𝛾ଵ ൌ 1 
Γ଻Γ଻ ൌ 𝛾଴𝛾ଶ𝛾଴𝛾ଶ ൌ െ𝛾଴𝛾଴𝛾ଶ𝛾ଶ ൌ 1 
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Γ଼Γ଼ ൌ 𝛾଴𝛾ଷ𝛾଴𝛾ଷ ൌ െ𝛾଴𝛾଴𝛾ଷ𝛾ଷ ൌ 1 
ΓଽΓଽ ൌ െ𝑖𝛾ଵ𝛾ଶሺെ𝑖𝛾ଵ𝛾ଶሻ ൌ െ𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଵ𝛾ଶ ൌ 𝛾ଵ𝛾ଵ𝛾ଶ𝛾ଶ ൌ 1 
Γଵ଴Γଵ଴ ൌ െ𝑖𝛾ଶ𝛾ଷሺെ𝑖𝛾ଶ𝛾ଷሻ ൌ െ𝛾ଶ𝛾ଷ𝛾ଶ𝛾ଷ ൌ 𝛾ଶ𝛾ଶ𝛾ଷ𝛾ଷ ൌ 1 
ΓଵଵΓଵଵ ൌ െ𝑖𝛾ଷ𝛾ଵሺെ𝑖𝛾ଷ𝛾ଵሻ ൌ െ𝛾ଷ𝛾ଵ𝛾ଷ𝛾ଵ ൌ 𝛾ଷ𝛾ଷ𝛾ଵ𝛾ଵ ൌ 1 
ΓଵଶΓଵଶ ൌ െ𝑖𝛾଴𝛾ହሺെ𝑖𝛾଴𝛾ହሻ ൌ െൌ െ𝛾଴𝛾ହΓ଴Γହ ൌ 𝛾଴𝛾଴ΓହΓହ ൌ 1 
ΓଵଷΓଵଷ ൌ 𝛾ଵ𝛾ହ𝛾ଵ𝛾ହ ൌ െ𝛾ଵ𝛾ଵΓହΓହ ൌ 1 
ΓଵସΓଵସ ൌ 𝛾ଶ𝛾ହ𝛾ଶ𝛾ହ ൌ െ𝛾ଶ𝛾ଶΓହΓହ ൌ 1 
ΓଵହΓଵହ ൌ 𝛾ଷ𝛾ହ𝛾ଷ𝛾ହ ൌ െ𝛾ଷ𝛾ଷΓହΓହ ൌ 1 

Otra propiedad es que para cada Γ௝  que no sea la identidad existe al menos una Γ௜ para la que se cumple 

que: 

[5]  Γ௜Γ௝Γ௜ ൌ െΓ௝  

Demostramos esta propiedad para los elementos 𝛾ఓ; 𝛾ఓఔ;  𝛾ఓ𝛾ହ; 𝛾ହ 

𝛾ହ𝛾ఓ𝛾ହ ൌ െ𝛾ହ𝛾ହ𝛾ఓ ൌ െ𝛾ఓ 

𝛾ఎ𝛾ఓఔ𝛾ఎ ൌ 𝛾ఎሺ𝛾ఓ𝛾ఔሻ𝛾ఎ ൌ െ𝛾ఎ𝛾ఓ𝛾ఎ𝛾ఔ ൌ 𝛾ఎ𝛾ఎ𝛾ఓ𝛾ఔ ൌ െ𝛾ఓ𝛾ఔ 

𝛾ఔሺ 𝛾ఓ𝛾ହሻ𝛾ఔ ൌ െ𝛾ఔ𝛾ఓ𝛾ఔ𝛾ହ ൌ 𝛾ఔ𝛾ఔ𝛾ఓ𝛾ହ ൌ െ 𝛾ఓ𝛾ହ 

𝛾଴ሺ 𝛾଴𝛾ହሻ𝛾଴ ൌ 𝛾ହ𝛾଴ ൌ െ 𝛾଴𝛾ହ 

𝛾଴𝛾ହ𝛾଴ ൌ െ𝛾଴𝛾଴𝛾ହ ൌ െ𝛾ହ 

 

Si M conmuta con 𝛾ఓ: ሾ𝑀, 𝛾ఓሿ ൌ 0 

Entonces también conmuta con Γ௜: ൣ𝑀, Γ௜൧ ൌ 0 

Si expresamos Γ௜ ൌ 𝛾ఓ𝛾ఔ 

ൣ𝑀, Γ௜൧ ൌ ሾ𝑀, 𝛾ఓ𝛾ఔሿ ൌ 𝛾ఓሾ𝑀, 𝛾ఔሿ ൅ ሾ𝑀, 𝛾ఓሿ𝛾ఔ ൌ 0 

Entonces: 

𝑀Γ௜ െ Γ௜𝑀 ൌ 0 

𝑀Γ௜ ൌ Γ௜𝑀 

Γ௜𝑀Γ௜ ൌ Γ௜Γ௜𝑀 

Por la propiedad [4] 

[6]  Γ௜𝑀Γ௜ ൌ 𝑀 

M a su vez puede escribirse como combinación lineal de esta matrices 

𝑀 ൌ 𝑥௜Γ௜ ൌ 𝑥௞Γ௞ ൅ ෍ 𝑥௜Γ௜

௜ஷ௞

 

Γ௝𝑀Γ௝ ൌ 𝑥௞Γ௝Γ௞Γ௝ ൅ ෍ 𝑥௜Γ௝Γ௜Γ௝

௜ஷ௞
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Por la propiedad [5] sabemos que hay al menos un elemento de la base distinto de la identidad tal que: 

Γ௝Γ௞Γ௝ ൌ െΓ௞ 

Γ௝𝑀Γ௝ ൌ െ𝑥௞Γ௞ ൅ ෍ േ𝑥௜Γ௜

௜ஷ௞

 

Por propiedad [6] 

𝑀 ൌ െ𝑥௞Γ௞ ൅ ෍ േ𝑥௜Γ௜

௜ஷ௞

 

Teniendo en cuenta que además: 

𝑀 ൌ 𝑥௞Γ௞ ൅ ෍ 𝑥௜Γ௜

௜ஷ௞

 

Se llega a una “coordenada” k diferente, lo cual no es posible. Esta demostración es válida para las matrices 

que cumplen con [5]. 

Por otro lado, si Γ௞ ൌ 𝕀ସ௫ସ 

Γ௜𝕀ସ௫ସΓ௜ ൌ Γ௜Γ௜ ൌ 1 

Es decir que M no puede ser sino: 

𝑴 ൌ 𝒙𝒊𝕀𝟒𝒙𝟒  


